Feuille d’exercices 1 : Suites, rappels et compléments

Exercice 1. Quelques calculs directs de limites.
Déterminer les limites des suites suivantes :

an=n2-82"+1 d,=vn2—-3n+4-n g, =-n*+3>-2n+1

—1)"44 on 4 gn _5n

bn:3"(—527)" enz% hn = g
n+2)! oans — 5 .

Cn = (2n2+1)xn! f’ﬂ = n1724+ n =V n? +1-n

Exercice 2. Utilisation d’une suite auxiliaire.
On considére la suite (u,)nen définie par up = 3 et Vn € N, uypq = 2u, + 1+ 2.

1.
2.
3.

Montrer par récurrence que Vn € N, u,, > n.
Justifier que la suite (uy)nen est minorée. Est-elle majorée ?
Pour tout entier naturel n, on pose v, = u, +n + 3.

(a) Montrer que la suite (v, )nen ainsi définie est géométrique.
(b) Exprimer le terme général v,, en fonction de n.

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =6 x 2" —n — 3.

Exercice 3. Utilisation d’une suite auziliaire, bis.

On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et Vn € Nyu, 11 =
1.
2. On introduit la suite (¢,),ecn définie par Vn € N, ¢, =

3.
4.

Sup+1
22Uy +4°

Montrer que Vn € N | u,, est bien défini et u,, > 0.

22Uy —1
Up+1 °
Montrer que la suite (¢, )nen est géométrique et donner sa raison.

Exprimer le terme général ¢,, en fonction de n, puis exprimer wu,, en fonction de n.

En déduire la convergence de la suite (u,)nen et donner sa limite.

Exercice 4. Une suite sous-géométrique.

Soit (un)nen la suite définie par ug > 0 et Vn € Ny upqq =
1.

2u,
1+5uy, °
Montrer que Vn € N, u,, est bien défini et u,, > 0.
En déduire la monotonie de (uy)nen-

. La suite (uy)nen est-elle convergente 7

Si oui, déterminer sa limite par la méthode du point fixe.

. n
. Montrer que, Vn € Ny uy, 41 < 2% puis que Vn € N, u,, < (%) Ug.

. Retrouver la limite de la suite u,,.

Exercice 5. Etude du comportement selon la valeur initiale.
On considére la suite définie par ug € R et ¥n € N up1 = u2 — 2u, + 2.

Partie A : Dans cette partie, on suppose que uy = S
1. Calculer uq et us sous forme de fraction irréductible.

2. Montrer par récurrence que Vn € N, 1 < u,, < 2.

3. Etudier le sens de variation de la suite (u,)nen, et justifier sa convergence

4. A Taide de la méthode du point fixe, déterminer sa limite.

Partie B : Dans cette partie, on suppose que ug = 3.
1. Calculer uq et us.
Montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 3.
Montrer que Vo > 3,22 — 2z +2 > x + 2 et en déduire que w41 > u, + 2.
Montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 3 + 2n.
En déduire la limite de la suite (up)nen-

S St

Proposer un programme Scilab qui prend en entrée un nombre n, et qui calcule le
terme u,,.

Exercice 6. Etude de la convergence a l’aide de I'IAF !(facile).
On consideére la suite (un)nen définie par ug = 0 et Vn € Ny up1 = In(2 + uy).
On définit également la fonction f sur [0,2] par : f(x) = In(2 + ).

1. Justifier que ’équation f(x) = 2 admet une unique solution dans 'intervalle [0, 2],
qu’on notera o.

2. Dériver la fonction f et montrer que

Vz €0,2],|f (z)] <

N =

3. Justifier que, pour tout entier n,
1
[tny1 — ] < 3 |y —
4. Montrer par récurrence que

1 n
VnEN,un—a|§(2> X 2

5. Justifier que la suite (uy,),en converge et donner sa limite.
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Feuille d’exercices 1 : Suites, rappels et compléments

Exercice 7. Négligeabilité.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si I’'une des deux suites est négligeable devant

lautre.
1. unzletvn:%. 5. u,=n"4+n+1letwv, =e"+3n%+5.
2. u, = /n et v, =n?. 6 ol D
7 8 .Uy =€ etv, =e€ .
3. up =n’ et v, = (In(n))
4oup=1+21etv, =1+, 7 Up=H+i+zmetv, = mtomt.

Exercice 8. Equivalent de la série harmonique.
n
1
La série harmonique est définie pour n € N* par H,, = Z T
k=1
1. Etudier les variations des fonctions définie sur ]0, 1] par
flz)=In(1+z)—zet g(x) =In(l —z) + 2.

2. En déduire que Vx € ]0,1[,In(1 + z) < 2 < —In(1 — z).

3. En déduire que pour tout entier k > 2,In(k + 1) — In(k) < + < In(k) — In(k — 1).

4. En déduire ’encadrement pour tout entier n > 2 :

In(n+1) —In(2) +1 < H, <lIn(n)+ 1.

Hy, .
5. Calculer lim — et en déduire que H,, = o(n).
n—oo M

6. Trouver un équivalent de H,,.

Exercice 9. Equivalents. 1. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

(a) ap, = (n?+n+3")(e " +1) (d) dp =n%+n—e" +In(n) +e"

Exercice 10. Une suite implicite.
On considére la fonction f définie sur R par f(z) = e” — e *.

1.
2.

~

Dresser le tableau de variations de f.

Montrer que pour tout entier n, I’équation f(x) = n admet une unique solution,
qu’on notera .

. Montrer que pour n € N*, u,, > In(n). En déduire la limite de la suite (u,)nen-

. Montrer que pour tout n € N*, on a

el (1 - 6_2“”) =n.

5. En déduire que u, ~ In(n).

. Vérifier que pour tout entier naturel n, on a

<n+\/n2+4>
U, = In —s -

Retrouver ’équivalent de u,, en utilisant les équivalents de référence et leurs com-
binaisons.

Exercice 11. Une suite implicite plus difficile..

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,, par f,(z) =
1.

1
@ +nfE

Montrer que l’équation f,,(x) = 0 posséde une unique solution, qu’on notera u,, et
que cette solution est négative.

Pour tout nombre réel 2 < 0, déterminer le signe de f,,(z) — fni1(x).

. En déduire le signe de f,,(un,+1), puis le sens de variation de la suite (uy,)nen-

4. En revenant a la définition de u,,, déterminer la limite de la suite (4, )nen.

Indication : Supposer, par 'absurde, [ < 0 et aboutir & une contradiction.

5. En déeduire que u, ~ —5-.
In _ _n’t6n’41 n
(b) bn = % (e) €n = n413n2n72n+1
2(In(n+1)-1
(©) en = ikt — (f) fo = Em el
2. En utilisant les équivalents, déterminer les limites de chacune des suites.
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Feuille d’exercices

Suites, rappels et compléments

Exercice 12. ESCP, voie T.

On considére la suite définie par ug =1 et Vn € N* w,, = fol [In(1 +¢)]" dt.

1.

4.
5.
6.

Montrer que pour tout entier n € N*
0<u, <(In2)"

et en déduire la limite de (u,)nen.

. Montrer que, pour tout entier n,

Unsr =2 [In(2)]" " = (n+ Du,

Indication : On pourra procéder par IPP et intégrer 1 en t + 1.

. En déduire que pour tout entier naturel n

(n+ Du, < 2[In(2)]" 1.

Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.

En déduire que pour tout n € Non a (n + 2)u, > 2[In(2)]

2[In(2)]"**

Montrer que u,, ~ -

Exercice 13. D’aprés ESCP, voie T.
Soit f la fonction définie par Va > 0, f(z) = 2&tL

On considére également la suite définie par ug = % et Vn € Nyupq1 = fup).
1.

S F e

x+2 °

(a) Calculer la fonction dérivée de f.

(b) Dresser le tableau de variations de la fonction f, en précisant les limites aux

bornes, et en placant 1 et f(1) dans le tableau.
Montrer par récurrence que Vn € N, u,, € [0, 1].

Pour z € [0, 1], montrer que |f'(z)| < 3.

En déduire que pour tout entier naturel, on a |up+1 — 1| < 3 |u, — 1].

Etablir que pour tout entier naturel n, |u, — 1| < & (2)".

En déduire que la suite (u,) converge et donner sa limite.

n+1

Exercice 14. Suite implicite, d’aprées EDHEC'.
Pour tout entier n > 3, on définit la fonction f, sur par

Vz >0, fr(z) =z — nln(z)

1. Montrer que l’équation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions. En notant w,,

la plus petite de ces solutions et v, la plus grande, on justifiera que

0<u, <n<uvy,

2. Quelle est la limite de la suite (vy,)n>3?
3. Montrer que Vn > 3,1 < u, < e.

4. Montrer que fy,(tupt1) = In(upt1)-

En déduire le signe de f,,(uy,) et le sens de variation de la suite (wy,)n>3.

5. Montrer que la suite (up)n>3 converge.

En revenant a la définition de w,,, encadrer In(u,) et conclure que lim w, = 1.
n— oo

Exercice 15. Suite implicite, d’aprés HEC'.
On note f la fonction définie sur R™ par f(x) = z + In(z).

1. Montrer que f réalise une bijection strictement croissante de ]0, oo[ sur R.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, ’équation

x+In(z)=n

admet une unique solution qu’on notera u,,.

3. Calculer u;. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (Un)nen-

4. (a) Pour tout entier n non nul, comparer f(n) et n. En déduire que u,, < n.

(b) En déduire que n — In(n) < u,.

. . . U
(c) Déterminer lim —-. Conclure.
n—,oo M

Exercice 16. D’apres St Cyr 2015.
On considére une suite (u,) définie par ug > 2 et

Vn € N, unﬂzui—un—l—l

Etudier le sens de variation et la convergence de cette suite.
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