Sujet de colle A

Semaine 40

Question de cours
n
Donner la valeur de la somme usuelle Z k en fonction de n.
k=1

Application :
En déduire les valeursde 4A=14+24+3+...+100 et B=50+51+52+...4+4100

Exercice 1

Calculer les sommes suivantes :

Exercice 2

1. Pour chacune de ces propositions, dire si elle est vraie ou fausse :

P;: VY x€R,x*>0 P,: AxeER,2x—1=12
P;: dAne€lN,2n—-1=12 P,: VnelN,dpelN,n=2p
Ps: dxeR,V yeR, x <y’ Py: VxeER,(x+1#1 ou x+2#1)

2. Ecrire la négation de chacune de ces propositions.

Exercice 3

1
1. Montrer que, pour tout entier relatif £k>1 | ————=Vk+1— Vk
e P Vk+1+/k

2. En déduire la valeur de la somme Z % en fonction de l'entier n.
k=0 \/ k+1 +\/ k

3. Pour quelle valeur de n a-t-on z ! ?

-3
k=0 \/k+1 +\/k

Exercice 4 (plus difficile)

1. Montrer que pour tout entier naturel k, ona: k 2k:(k +1 ) 2 _k2F_ax2f

n

2. Simplifier la somme Z (k+1)2""—k2*

k=0

3. En déduire la formule permettant de calculer S= Z k2"
k=0



Sujet de colle B

Semaine 40

Question de cours

n
2 .
Donner la valeur de la somme usuelle Z k~ en fonction de n.
k=1

Application :
En déduire les valeurs de  4=124+2%4+3*+._.+10°> et B=2°+4*+_+10° (nombres pairs au carré)

On commencera par exprimer A et B a l'aide d'un signe somme.

Exercice 1

Calculer les sommes suivantes :

An:i(5k+1) . B=>2(k—=17 et C,=,

=~
Il R
=

=

Il s
=

—_—
W [N
x| =
+| +
=l W
~

Exercice 2

1. On considére l'implication (x>1)=(x"+3x+2>6)
a) Cette proposition est-elle vraie ?
b) Ecrire sa réciproque. Est-elle vraie ?

2. (difficile) Montrer 1'équivalence suivante :

(VneEN,ax2"+bx3"=0) < (a=b=0)

Exercice 3

1. Démontrer que VAEN’, T~ " 7xl

2. En déduire la valeur de la somme S = z

1
2 k(k+1)

en fonction de n.

n
N . 1 :
3. En vous inspirant des questions 1 et 2, calculez la somme z en fonction de .

= (2k+1)(2k+3)

Exercice 4 (plus difficile)
1. Montrer que, pour tout entier naturel k, 2 k(— l)k: k(-1 )k—(k +1)(— l)kJrl +(=1 )kJrl

2. a) Simplifier la somme Z k(—l)k—(k—l- 1)(—1)kJrl
k=0

b) Calculer la somme z (—1)!

k=0

3. En déduire la formule permettant de calculer §= z k(—1)f
=0



Sujet de colle C

Semaine 40

Question de cours

Donner la définition de n ! (« n factorielle ») pour n entier naturel.

(n+1)!

Exemple d'application : Calculer 3 ! et 4 ! et simplifier p
n!

Exercice 1

1. Montrer que (k+1)/—k !/=kXk! pour tout k entier.

n

2. En déduire la valeur de la somme z kXk! en fonction de n.
k=0

Exercice 2

1. Pour chacune de ces propositions, dire si elle est vraie ou fausse :

P VYxeR,x’—2x+1>0 P:: AnelN, n’+n est impair

py: AxeR,[x+1=0et x+2=0) P,: (JxeR,x+1=0) et (Ax€R, x+2=0]
2. Ecrire la négation de chacune de ces propositions.
3. On considere I'implication x>2= X +3x=10

a) Cette proposition est-elle vraie ?

b) Ecrire sa réciproque. Est-elle vraie ?

Exercice 3

On considére la somme  S,=1%24+2x3+3 x4+...+nx(n+1) définie pour tout entiern > 1.
Ainsi S =1x2=2 ot S,=1X2+2X3=8

1. Calculer S; et S,

2. Exprimer S, alaide d'unsigne X

3. En déduire la valeurde S, en fonction de n

Exercice 4 (plus difficile)

On considére la suite définie par u,=1 et u,, ,=u,+2n+1
Ainsi, u,=uy+2X0+1 | wu,=u,+2X1+1 | etc. Faire signe au colleur si vous n'avez pas compris.

1. Calculer u; , u, et U,

n—1
2. Calculer la somme S =Z u, ,—u, dedeux manicres :
k=0

a) Par un téléscopage.
b) En utilisant la formule de la suite.

3. En déduire la formule de %, en fonction de n.



Sujet de colle spécial Khalil

Semaine 40

Question de cours
Donner la définition de n ! (« n factorielle ») pour n entier naturel.

Etablir une relation entre (2n) ! et n!

Exercice 1

Déterminer les sommes doubles
i+ j _ ..
A= z 27 o B= z max(z,])
1<i, j<n 1<i<j<n

max(i,j) designe le plus grand des deux nombres i et j.

Exercice 2

1

n
Pour tout entier naturel n, on pose P,= H 1+—

k=0

1. Calculer et réduire Py, P, et P,.

2. Justifier briévement que pour tout entier naturel, P,>2

3. Etablir un lien simple entre P, et P,., puis donner le sens de variation de la suite (P,)
4. Montrer que pour tout nombre réel x >-1,ona In (1 +x) =X

5. En déduire un majorant de In( P, )

6. Justifier la convergence de la suite (P,) , et encadrer sa limite a I'aide des questions précédentes.

Exercice 3

Pour tout entier naturel n, on pose [, = f(l) (ln (1+2%) )n dt

1. a) Montrer que la suite (I,) ainsi définie est décroissante et positive.
b) Justifier la convergence de la suite (I,,)

3. Montrer que, pour tout entier natureln, 0</ < (ln (2) )"

4. En déduire la limite de la suite (I,)

In(1+¢%))" I
1 (n( d ))2 dt<—+
O 1—In(1+¢%) In(2)

5.a) Montrer que VYV neIN, OSJI

V1=(In(1+2))'

dt
O 1-In(1+7%)

n—1
b) Justifier VneN, Y. I, </
k=0

n
6. En utilisant la question 5, déterminer lim Z I,
no+® k=0

Exercice 4

Par dérivation d'une somme usuelle, déterminer la formule permettant de calculer

SﬁZn: kq"
k=0



