
Durée : 4 heures

Devoir surveillé n°2
Exercice supplémentaire pour Khalil Chaibi 10 Novembre 2023

Exercice 6. Inspiré par ECRICOME 2022 .

Les parties B et C de cet exercice sont indépendantes, mais nécessitent les matrices de la partie A.

Tout au long de ce exercice, la matrice nulle d'ordre 3 sera notée 03 et la matrice identité d'ordre 3 sera notée I3.

Partie A : Calcul matriciel.

On considère les matrices A = 1
3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 et B = I3 −A.

1. Expliciter la matrice B.

2. Calculer les matrices A×B et B ×A.

3. Véri�er par le calcul que A2 = A et B2 = B.

Partie B : Résolution d'une équation matricielle.

Dans cette partie, on cherche à déterminer les matrices de la forme M =

a b b
b a b
b b a

, avec a, b des nombres réels, véri�ant

M2 = M . On notera S l'ensemble solution.

4. Justi�er que les matrices A et B de la partie A sont solutions.

5. Montrer qu'une matrice M est solution si et seulement si{
a2 + 2b2 = a
b(b+ 2a− 1) = 0

6. En déduire que les solutions recherchées sont S =

{
03 ; I3 ; A ; B

}
.

Partie C : Étude matricielle de suites imbriquées.

On considère les matrices T =

4 1 1
1 4 1
1 1 4

 et Y =

 2
−2
0

, ainsi que les suites (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N dé�nies par

u0 = 2, v0 = 2, w0 = 1 et

 un+1 = 4un + vn + wn + 2
vn+1 = un + 4vn + wn − 2
wn+1 = un + vn + 4wn

On pose par ailleurs Xn =

un

vn
wn

.

7. Donner le vecteur X0.

8. Montrer que, pour tout entier naturel n, Xn+1 = TXn + Y .

9. Déterminer un vecteur-colonne L =

x
y
z

 tel que L = TL+ Y .

10. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a

Xn = Tn(X0 − L) + L

11. Déterminer deux réels α et β tel que T = αA+ βB, où les matrices A et B ont été dé�nies dans la partie A.

12. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

Tn = αnA+ βnB

13. Déterminer l'expression de Xn en fonction de n, et en déduire un , vn et wn en fonction de n.

14. Déterminer les limites lim
n→+∞

un , lim
n→+∞

vn et lim
n→+∞

wn .
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