Feuille d’exercices 10 : Suites numériques

Exercice 1. Ftude de variations.

Etudier les variations des suites suivantes, définies explicitement sur N :
n—1 _ n?+41 _on _
n+27vn_ n 7wn—*etzn—

o n
Un = n 2n—1 *

Exercice 2. Minoration, majoration par inégalités.

Déterminer si les suites suivantes sont minorées, majorées
_ n’+42
=

Exercice 3. Encadrement et sens de variation d’une suite.

Soit (uy,) la suite définie par up = 1 et pour tout entier n : w,11 = /2 + uy, .

1. Démontrer que pour tout entier n, u, est bien définie et 0 < u,, < 2.

2. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

Exercice 4. Monotonie, minoration et expression explicite.
Soit (u,) la suite définie par ug =1 et w11 = up +2n+3

1. Etudier la monotonie de la suite (u,,) .
2. Démontrer par récurrence que Vn € N, u,, > n? .

3. Conjecturer, puis démontrer, une expression de u,, en fonction de n.

Exercice 5. Encadrement et sens de variation d’une suite.
On counsideére la suite (u,) définie par up = 2 et Vn € N, u,11 = v4u, — 3

1. Montrer que pour tout n, u, est bien définie et 1 < u, < 3.

2. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est croissante.

Exercice 6. Suites arithmétiques et géométriques.

Les suites suivantes, définies sur N de fagon explicite, sont elles arithmétiques? géomé-

triques 7
n+1
n2+1

Up =3n+5, v, = et w, =3 x2".

Exercice 7. Utilisation d’une suite auxiliaire.

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel par ug = 2 et u, 3 = 2%o=l

Unp+3

1. Démontrer que si u,4+1 = 1 alors u, = 1. En déduire que pour tout n, u, # 1 .

1
Up—1°
Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique.

2. On pose pour tout entier n, v,, =
8. En déduire une expression de v,, , puis de u,, , en fonction de n.

Exercice 8. Suites imbriquées.
Soient u et v les deux suites définies pour tout n > 0 par
Unt1 = 5 (2upn + vn) €t vppr = 3 (un + 2vy,)
1. On pose t,, = U, — Uy €6 Sy = Uy + Uy, .

(a) Reconnaitre les deux suites t et s.

(b) En déduire 'expression de t,, (resp. s, ) en fonction de ¢y (resp. sg ).

2. En déduire 'expression de u,, et de v, en fonction de n, de ug et de vq .

Exercice 9. Suite auxiliaire.
Soit u la suite définie par ug = 0 et U411 = 2u, + 1 .

1. Montrer que la suite (z,) définie par z, = u,, + n + 1 vérifie z,,41 = 2z, .

2. En déduire une expression de z,, , puis de u,, , en fonction de n.

Exercice 10. Suite auziliaire.

Soit u la suite définie par up = 2 et pour tout entier n >0, upy1 = (uy)3

Pour étudier cette suite, on introduit la suite auxiliaire v définie sur N par
v, = In(uy,).

1. Montrer que v,, est bien définie pour tout n , puis reconnaitre la suite (v,) .

2. Déterminer v,, puis u, en fonction de n.
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Exercice 11. Diverses expressions en fonction de n & déterminer.
Pour chacune des suites suivantes, exprimer le terme général u,, en fonction de n.

1. up =3 et Yn,up41 = 2u, — 3

2. up =—-2et Vn,upq1 +3u, =1

3. ug =—1et Vn,upq41 + vy = 2u, — 4

4. ug=1u; =2et Vn,upyo = —2Up41 + 15u,
5. ug=2,u; =4 et Vn,upy2 = 8upy1 — 16w,

Exercice 12. Suite récurrente d’ordre 2 non linéaire.
Soit u la suite définie par ug = 1,u; =2 et Vn € N, up10 = \/Upr1tn

1. Démontrer que pour tout entier n, u, >0 .
2. On consideére la suite w définie pour tout n par w, = In(u,,) .

(a) Montrer que la suite w suit une récurrence linéaire d’ordre 2.

(b) Expliciter alors le terme général de la suite w en fonction de n.
(c) En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 13. Suite auziliaire arithmético-géométrique.
Soit u la suite définie par ug = 0 et pour tout entier n > 0, w11 = 2u, + 3™ .
Pour étudier cette suite, on introduit la suite auxiliaire v, ’;—:} pour tout n > 0.

1. Montrer que v est une suite arithmético-géométrique;

2. En déduire le terme général de v, puis de u, en fonction de n.

Exercice 14. Suites imbriquées.
On considére les deux suites (x,,) et (y,) définie par g = 2,y9 = —1 et

Vn € N7 Tn+1 = _an + Yn
Yn4+1 = 2:Cn - 3yn

1. Déterminer deux réels a et b tels que Vn € Nz, 10 = axpi1 + bz

2. En déduire ’expression de x,,, puis de ¥, en fonction de n.

Exercice 15. Sens de variation.
Etudier le sens de variation des suites suivantes :
1. ug=1¢et upy1 = up(l+ud)

2. up = e et Uupy1 = u, — In(1 4 u2)

Unp
1+4un,

Vau, +1 Raisonner par récurrence.

3. up >0et upqp =

4. up =2 et up41

Exercice 16. Majoration, minoration, bornitude.

1. Justifier que la suite définie par u, = 2’;;;21 est minorée par 0 et majorée par 2.
2. Justifier que la suite définie par u,, = # est minorée par 1.
3. Justifier que la suite définie par ug = 2 et u,41 = V4u, — 3 vérifie Vn € N, 1 <

Uy < 3.
Exercice 17. Suites auxiliaires.

1. On considére la suite définie par ug = 1 et u,+1 = /u2 +3 . On pose v, = uZ.
(a) Montrer que la suite (v, ) est arithmétique.
(b) En déduire une expression de v, , puis de u, en fonction de n.

2. On consideére la suite définie par ug = 3 et up41 = Hiu On pose par ailleurs
o Up—1
Up = g

(a) Montrer que la suite (v,) est géométrique.
(b) En déduire une expression de v, puis de u,, en fonction de n.

Exercice 18. Suites de référence, calcul du terme général en fonction de n.
Pour chacune des suites suivantes, calculer le terme général u,, en fonction de n.

1. Upt1 —Up =3 et ugp =10
Up41 +2up, =0etug =7
2Upy1 =up et up =3

Upt1 = 5 +4detug =0

Up+22Up41 + Uy =0 avec ug =u; =1

S S L

Upt+2 — 2Upg1 +Up =0 avec ugp =2et up =1
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