Feuille d’exercices 12 :

Suites, convergence

Exercice 1. Calcul de limites simples.
Déterminer les limites des suites suivantes :
an=2"+21:b, *n2+3n-cn:\/n2 1;d,=-3n+05;
D25 g = B et g, = 20+ In(n)
Exercice 2. Forme indéterminée et factorisation.
3n®—n—2
n—1 :

1. Montrer que le polynéme défini par P(r) = 32® — 2 — 2 admet 1 comme racine.

en = (—
T 1s . A . *
On considére la suite définie sur N par u,, =

2. Ecrire P(x) sous la forme d’un produit de (z — 1) par un polynéme Q(z) que 'on
déterminera.

3. En utilisant cette factorisation, déterminer la limite de la suite (u,) .

Exercice 3. Calcul de limites simples, formes indéterminées.

Déterminer les limites des suiteés suivantes :
n’>—n +1

an =1 =8n* +1;b, = b s ¢, = 3" = 5" dy =nPe " e = V21— n;
fo = 21—n? _ _ (n+2)! B — 2x3"—4" . 2" 44" 5" —3n+1 .,
n= 231 0 In T @azidyxaly T a1 3 n T Znioxse S Jn = Sogn s
_\n _yn341
k= —n® +3n% —2n+ 151, = C o, = 2600 76 = 308 1 d4n® 20— 1

Exercice 4. Limite d’une suite.

Soit la suite définie pour tout entier naturel non nul par : u, = ?7(;31')22)

1. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, > 0.

2. Montrer que la suite u converge vers 1.

Exercice 5. Suite auxiliaire et limite.
On considére la suite u définie par ug =1 et ¥n € N u, 1 =

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

3un,+1
2up+4"

22Uy, —1

2. On introduit la suite t définie par Vn € N, ¢, = ==,

Montrer que la suite t est géométrique.
3. Expliciter alors t,, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.
4. En déduire la convergence de la suite u et donner sa limite.
Exercice 6. Minoration du carré et limite.
On considére la suite u définie par ug =1 et Vn € Ny w1 = uy + ui .

1. Montrer que pour tout entier n, u, > 0 et en déduire le sens de variation de (u, )nen -

> 2n + 1 et en déduire lim wu,, .

2. Montrer par récurrence que Vn € N, u2
n—oo

Exercice 7. D’aprées ESC 2010, voie T.
On considére la suite définie par :

ug = l
Upy1 = un(]- - un)

ainsi que la fonction f définie sur Uintervalle [0,1] par f(z) = z(1 —z) .

1.
2.
3.
4.

Etudier les variations de la fonction f.
Montrer que, pour tout entier naturel n, w, € [0,1] .
Montrer que la suite (u,) est monotone et convergente.

On admet que la limite I de la suite (uy,) vérifie I = (1 — 1) . En déduire [=0.

Exercice 8. Une suite sous—géometrique

Soit u la suite définie par u,41 =
1.
2.
3.

4.

1+5u et ug > 0.

Montrer que Vn € N, u,, > 0. En déduire la monotonie de u.
La suite est-elle convergente ?

Montrer que Vn € N,unﬂg%T" puis que Vn € N, u,, < (%)nuo.

En déduire la limite de la suite.

Exercice 9. Convergence et raisonnement par [’absurde.
Soit la suite u définie par son premier terme ug = 1 et la relation

Indication :

4
Vn € Nyupy1 = un + U,

. Déterminer la monotonie de la suite u.

Montrer que, pour tout entier naturel n, on a wu, > 1.

. Etudier la convergence de cette suite.

Supposer que la suite converge vers une limite 1, déterminer 1 puis
conclure.

Exercice 10. Suite auziliaire et limite.
Soit la suite vérifiant Vn € N, u, 41 = e\/u, , avec up = e .

1.

Montrer que Vn € Nyu,, >0 .
On introduit la suite auxiliaire t définie par Vn € N, ¢, = In(u,,) .

Justifier que la suite t est arithmético-géométrique.

. En déduire 'expression de t,, en fonction de n, puis de u,, en fonction de n.

. En déduire la convergence de la suite u et donner sa limite.
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Feuille d’exercices 12 : Suites, convergence

Exercice 11. Suites imbriquées et limites. Exercice 14. Etude d’une suite implicite D’aprés HEC.
On définit deux suites (un )nen €t (Vn)nen par up =12, v9 = 1 et Partie A : Existence de la suite.
o On considére la fonction définie sur R', par f(z) =z + In(z).
" — Unt2v, .
Vn € N, {vn+11 _ w,3u, 1. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f sur R, .
n+l = 74

) 1 2. Montrer que la fonction f réalise une bijection de R: vers un intervalle & préciser.
1. Démontrer que Vn € N, Uy 1 — Ung1 = 15(Un — Un) .

En déduire une expression de u, — v, en fonction de . 3. Justifier que pour tout entier n € N, ’équation f(z) = n admet une unique solution,

) ] qu’on notera uy,.
2. Montrer que les suites (uy,)nen €t (vn)nen sont adjacentes.

8. On définit, pour tout entier n, t,, = 8v,, + 3u,, . Nous venons donc de définir une suite (uy),en~ telle que, pour tout entier n,
Montrer que la suite (t,)nen ainsi définie est constante. f(un) = tn +In(un) = n.
4. Déterminer ’expression de u,, , puis de v, , en fonction de n. Partie B : Etude de la suite.
5. Déterminer les limites de (un)nen et (vn)nen - 4. Calculer f(1) et en déduire une valeur de la suite.
Exercice 12. D’aprés EDHEC 2013. 5. Calculer f(2). Que peut-on dire de la valeur us ? On admettra que In(2) ~ 0,7
On considére la suite (u,) définie par ug = 0 et la relation wu,4; = ”i;l . 6. Pour 2 > 0, on pose g(z) = In(z) — .
1. Calculer uq , us et uz sous forme de fraction irréductible. (a) Etudier les variations de la fonction g.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel, 0 < u,, <1 . (b) En déduire que, pour tout réel > 0, on a In(z) < x.
3. Etudier les variations de la suite (u,) . 7. (a) Calculer f (%) et le comparer & n. On utilisera la question 6. b)
4. Déduire des questions précédentes que la suite (u,) converge. (b) Calculer f(n) et le comparer a n.
5. On suppose que la limite L de la suite (u,) vérifie L = # . Déterminer la valeur 8. En déduire que § < u, < n.
de L. 9. En déduire la limite de la suite (uy),en* -
Exercice 13. Partie C : Un argument imparable.
On considére la suite définie par ug = 3 et Vn € N, ups1 = 2up, +n+ 2. On rappelle que la fonction f est bijective, d’aprés la partie A.
1. Montrer par récurrence que Vn € N, u, > n . 10. Indiquer le sens de variation de la fonction f~!, son domaine de définition, et ses

limit b d domaine.
2. Quelle est la limite de la suite (uy,)? LIPS atix botnes de ce comarne

. 11. Justifier que, pour tout entie = f~1(n).
3. Pour tout entier naturel n, on pose v,, = u,, + n+ 3 . b T que, pour tout entier n, u, = f~(n)

. o . . . 12. En déduire le sens de variation et la limite de la suite *.
(a) Montrer que la suite (v,,) ainsi définie est géométrique de raison 2. t e t vaHation it uite (un)nen

(b) Exprimer v, en fonction de n. 13. En raisonnant par ’absurde, montrer que la suite (uy,),cn* De peut converger.

] ) On pourra faire tendre n vers l'infini dans la formule w,, + In(u,) =n
(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =6 X 2" —n — 3 .

4. Retrouver la limite de la suite (u,,) avec son expression explicite.
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