Feuille d’exercices 14 :

Fonctions, convergence et continuité

Exercice 1.
Etudier la parité des fonctions suivantes :

f(z) = ln:(nﬁi:il); g(x) = ln( +x> , h(z) = o(2? + 2)3(69624-1 +3)

In (z + vVa? +1).

i(z) = e21+1 et j(z) =
Exercice 2.
Déterminer les limites des fonctions suivantes en +o0o et en —oo, si possible.
flx) =2t =223 + 1, g(x) = 2° — **, h(z) = =32 +1 Li(z) = 3o tl

2x+7 EREE
j@)y=x+Va?—z+2 k(z) = In(z — 1) et l(z) =

In(x + 3) —

Exercice 3.
Déterminer les limites des fonctions suivantes en 0 :

flz) = zew, g(z) = *2‘;_T et i(z) = z*.

1n(m2+1)’ h(x) — 1

Exercice 4.
Calculer les limites suivantes :

1. f(x):ﬂ{)ﬁenl‘ZQ

2. g(x):l"”z”ijzaenxzo.
3. h(x) ="~ 7_:_3”273 enx =2

4. i(z) =va2? —-3x+4—xen +oo.

Exercice 5.

Déterminer le domaine de définition, puis les limites aux bornes de ce domaine, pour :

f@)=z+Va2 -3z +2 et g(z)=In(e* +e” +1)

Ve+1—/x.

Exercice 6. Continuité de fonctions avec plusieurs expressions.
Etudier la continuité des fonctions suivantes :

[ e siz <0 (Va2 +3
r@={, 71 Grse. o= {5

_fzln(z) siz>0 . [h@4o
h(””)_{ 0 siz=0" ’(x)_{ 0

siz <0
siz >0’

N e"r siz>0 _ e
J(x)_{o siz <0’ k(x)_{o

siz<l1
siz>1"

sixz>0
sizx=0

I(z) = {1_1

siz#£0
sizx=0

Exercice 7. Continuité d’une fonction combinant racinée carrée et partie entiére.

Soit f la fonction définie par f(z) = /x — |z].

1. Préciser son ensemble de définition.

2. Etudier la continuité de f en 0 puis plus généralement, la continuité de f sur [—1,2].

Exercice 8. Continuité d’une fonction définie par trois expressions.

Etudier la continuité de la fonction définie par

1+ex sixzx <0
fz) = 3z +1 si0<z<1
22 +4x—2 siz>1

Exercice 9. Prolongement par continuité.

Les fonctions suivantes sont-elle prolongeables par continuité au point xg indiqué?

1. f(x) = ln(;;”4) en zo = 0.

2. g(x) =er en g =0.

3. h(z) = m en xg=0.

4. i(x) = 2;”2 en ro=2.

5. j(z) = jji?jienxo:zl.
6. k(z) = 55— A enzy=1.
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Feuille d’exercices 14 :

Fonctions, convergence et continuité

Exercice 10. Equations et continuité.
Montrer que chacune des équations suivantes admet au moins une solution :
(B1) 2% =522 +3+In(z) =0sur R .

(By) :zln(z)—2—er =0sur R.
(E3) :In(z) x e* —3 =0 sur [1;+o0] .

Exercice 11. Equations et continuité.

1. (a) Etudier la fonction f définie sur R par f(z) = 2*-82% + 1022 — 5 .
(b) Pour quelles valeurs de a ’équation f(z) = a admet-elle des solutions 7.
2. Reprendre ces questions pour la fonction f:x +— x4 — 223 + 22 -3 .

3. Reprendre ces questions pour la fonction f:z — 23 + 522 — 22 — 3 .

Exercice 12. Solutions d’un équation paramétré du second degré, d’aprés HEC.
On considére un nombre p € ]0 ;1] et on pose ¢ = 1 — p. Montrer que ’équation

a? —qr —pg =0

admet deux solutions réelles distinctes z; et x5 vérifiant —1 < xz; <0< z9 < 1.

Exercice 14. Suite implicite, d’aprés EDHEC'.
Soit n > 3,n € N . On note f, la fonction définie sur R*™ par :

3.

Vz >0, fr(z) =z — nln(z)

. Montrer que I’équation f, () = 0 admet exactement deux solutions.

En notant u, la plus petite et v, la plus grande de ces deux solutions, on vérifiera
que :
Yn>3,0<u, <n<uv, .

Quelle est la nature de la suite (v,)p>3?

(a) Montrer que Vn > 3,1 <u, <e.

(b) Montrer que : Vn > 3, fn(tunt1) = In(upy1) -

En déduire le sens de variation de la suite (u,)n>3 -
(c) Montrer que (u,)n,>3 est convergente, puis en encadrant In(u,) , établir que :

lim w, =1.
n—-+oo

Exercice 15. Suite implicite, d’aprées EDHEC'.
Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on définit la fonction f, par :

Ve € Ry, folz)=2"+92% —4.

Exercice 13. Continuité et point fize. 1. (a) Montrer que I’équation f, (x) = 0n’a qu’une seule solution strictement positive,
On considére une fonction f, continue sur [0,1], prenant ses valeurs dans [0,1]. notée wy,.
On note g la fonction définie sur [0,1] par : g(x) = f(z) —z . (b) Calculer u; et us.
1. Quel est le signe de g(0) ? Quel est celui de g(1) ? (¢) Verifier que : Vn € N*, uy, €]0, g[
2. En déduire qu’il existe au moins un réel « € [0, 1] tel que f(a) = o . 3
Une fonction f continue sur [0,1] admet donc au moins un point fize 2. (a) Montrer que, pour tout x élément de J0,1[, on a : foi1(2) < fa(2).
(b) En déduire le signe de f,,(un+1), puis les variations de la suite (uy,).
(c) Montrer que la suite (uy,) est convergente. On note ¢ sa limite.
3. (a) Déterminer la limite de (u,)™ lorsque n tend vers +oo.
(b) Donner enfin la valeur de /.
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