Feuille d’exercices 18 : Séries numériques

Exercice 1.

1. On considére la série numérique de terme général u,, =
(a
(b
(c
(d ncesy
2. De la méme fagon, étudier la série numérique ﬁ.

On vérifiera que Vn > 1 =1 (# — L)

n(n+1) pour n > 1.

Ecrire sa n-iéme somme partielle en extension.

Montrer que Vn € N, n(n+1) 711 - n%_l

En déduire que Vn € N, S, =1 — nT—l

converge et calculer sa somme.

)
)
)
) En déduire que la série Z

?4n 2 -1 2 \2n—1 2n+1

Exercice 2.
Justifier la convergence des séries suivantes, et calculer leur somme :

. 22”“ 5. Z;ﬁ 9. Zn2 —5:4—1

n—1
n>0 4 nzl 7>0
1\" 6. N2 —23t (—1)"n
2. S (n+2) <2> > 0.y 5D
n>0 = n>1
n(n —1) 7 n(n—1) 1
. 11.
n>2 nz n>0
3n —on n? n(—1)"
Ly oy 2.y
n>0 n>0 n>0

Exercice 3. )

nln(n)

Ecrire un programme Python qui calcule les sommes partielles de la série Z
n>2

Exercice 4.

1. Soit k un entier naturel non nul. Justifier que

In(k + 1) — In(k) = In (1 + }f)

2. En déduire que

killn <1+]1€> =In(n+1)

“+o0

3. Conclure quant & la série Z In

k=1

1
(1 + k> Est-elle convergente ?

4. Votre professeur a tenté de vérifier ce résultat sur internet...

& Wolfram

sum In(1+1/k) from 1 to 7000000

& NATURAL LANGUAGE

Approximated sum

1000 000

k=1

J$5 MATH INPUT

1
> log(l+ ;): 13.8155

B EXTENDED KEYBOARD

232 EXAMPLES # UPLOAD >4 RANDOM

More digits

Expliquer pourquoi il pourrait questionner vos calculs.

Lycée Clément Marot

ECG1

2023-2024



Feuille d’exercices 18 : Séries numériques

Exercice 5. 1. Montrer que

1 1 1
VkEN\{Oal}aﬁﬁm*%

2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose
n
1
Sn=> 13
k=1

(a) Quel est le sens de variation de la suite (Sy,)nen ainsi construite ?
(b) Justifier que

VneN*,SnSQ—%ﬂ
(c) Justifier que la suite (S, )nen converge.

3. Pour tout entier naturel non nul n on pose :
"1
L= 15

k=1

(a) Justifier que 75 < 75 pour tout k € N*.

(b) En déduire que la suite (T}, )nen converge.
4. Justifier, de facon générale, la convergence de Z T lorsque a > 2.
k=1

Exercice 6.

1. (a) Etudier la fonction définie sur R par f(z) = In(1 + ) — 2.
(b) En déduire que Vz > 0,z > In(1 + z).
(c) Etablir que Vk > 1, + > In(k + 1) — In(k).
2. On considére la série de terme général % pour k > 1.
On note S, sa n-iéme somme partielle.
(a) Etablir, en utilisant la question 1, que S,, > In(n + 1).
(b) En déduire que la série > ¢ est divergente.

Exercice 7.
. N 2 . P 2 2
On considére la série de terme général uy = %, pour k > 2.

1. Montrer que Vk > 2, uy > %

2. En déduire la nature de la série Y ug.

Exercice 8.
Soit la suite u définie par ug = 3, et VneEN, u,11 = u, — u?

1. (a) Montrer VneN,0 < u, < 1.
(b) Etudier le sens de variation de (u,) et montrer qu’elle converge.

(c) Déterminer sa limite.

2. Montrer que la série de terme général u2 converge et calculer sa somme.

3. Quelle est la nature de la série > In(upy1) — In(uy) ?
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