Feuille d’exercices 9 : Comparaison de fonctions et développements limités.

Exercice 1. Comparaisons.
Comparer les expressions suivantes au voisinage du point indiqué :

~N

. v/ et In(x) au voisinage de 0.
a* — x? 4+ 2 et €” au voisinage de +oo.
x et In(z? + x) au voisinage de +oo.

1

e~ =% et x® au voisinage de 0.

In(z) In(1 4 z) et In(22) In(x + e* ) au voisinage de +ooc.

SRR N

23 et 3% au voisinage de +oo.

Exercice 2. Calcul de limites a l’aide d’équivalents.
Calculer les limites suivantes a l’aide d’équivalents :

1 1 1222 -5 4 (e —1)2
. lim ——— L lim ———
20 23 — 2z + 1 z=0 zn(1 + )
2 1
2. lim M 5. imz%?In {1+ =
z—+oo 23 — 2+ 1 0 x
1242 — 5 51— 22
3. lim o 6. lim \/1 e \/1 x
z—1 a3 —2x+1 z—0 2z

Exercice 3. Développements limités en 0.

Donner les développements & I'ordre 2 au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

1. f(z)=—x+1In(l+2) 5. j(z) =In(1+z + 2?)
2. g(z) = el_mix_l 6. h(z) zil

3. hiz) =eIn(1+x) 7. k(z)=2y/1+2x

4. i(x) =e*+1In(l +z) 8. l(z) =e

Exercice 4. Développements limités en un point non nul.

Donner les développements & I'ordre 2 des fonctions suivantes au point indiqué :

1. f(r) = e'~* 4+ 2In(z) au voisinage de z = 1.
2. h(xr) = 3" au voisinage de = = 1.

. 2_ -
3. i(x) = e® ~1 au voisinage de x = 2.

Exercice 5. Dérivabilité et développement limité.
On considére la fonction définie sur R par

In (em—1) six#0
0 siz=0
Montrer que la fonction f est continue sur R.
Justifier que la fonction f est de classe C! sur R*, et calculer f’(z) pour x # 0.

Justifier que la fonction f est dérivable en 0 et calculer f(0).

Justifier que f est de classe C! sur R.

Suds o~

Donner le développement limité a 'ordre 1 de la fonction f en 0.

Exercice 6. Développement limité et tangente.
On considére la fonction g définie sur |—1; +oo[ par :

g(x) =2 —In(1l + z)

1. Justifier que f est de classe C2 et donner le développement limité & ’'ordre 2 en 0.
2. Donner ’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0.
3. Etudier la position de la courbe de f vis-a-vis de cette tangente au voisinage de 0.

4. Etudier les variations de g et donner le signe de g(z) sur |—1; +ool.

Exercice 7. Développement limité et tangente, un peu plus difficile.
On considére la fonction h définie sur |—1;0[ U ]0; 400 par :

x —In(1+ )

h(z) = 5

xT

1. Justifier que h est de classe C? sur son domaine de définition.
2. Calculer un développement limité de la fonction h au voisinage de 0.

3. Montrer que la fonction A peut étre prolongée par continuité en 0. On notera toujours
h ce prolongement, et on précisera la valeur de h(0).

4. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de h en 0, et étudier la position de
la courbe de h par rapport & cette tangente au voisinage de 0.
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Feuille d’exercices 9 : Comparaison de fonctions et développements limités.

Exercice 8. D’aprées ECRICOME 201. Exercice 9. D’aprées EDHEC 2009.
Oun considére la fonction f définie sur [0; +oo] par : Dans cet exercice, on considére la fonction f définie par f(0) = 1, et pour tout  non nul
de | — oo; 1],
—x
1 siz =0 flx) =

(I-2)In(1 —=x)

. Montrer que f est continue sur | — oo; 1.

=
8

~—
I

~

z : . 2. (a) Déterminer le développement limité de In(1 — z) & l'ordre 2 lorsque = est au
si & €]0; 4+00[ .
In(1 + z) voisinage de 0.
1
ainsi que la suite (uy,)nen définie par : (b) En déduire que f est dérivable en 0, puis vérifier que f/(0) = 7
w=e et YneN, unsr = f(un) 3. (a) Montrer que f est dérivable sur | — oo; 0[ et sur |0; 1], puis calculer f'(z) pour
tout réel x élément de | — oo; 0[U]0; 1].
1. Déterminer le signe de f sur lintervalle [0; +o00[. En déduire que, pour tout entier (b) Déterminer le signe de la quantité In(1 — ) + = lorsque = appartient a | —oo; 1[,
naturel n, u, existe. puis en déduire les variations de f.
2. Ecrire un programme en Python qui, pour une valeur N fournie par P'utilisateur, (c) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis
calcule et affiche uy. dresser son tableau de variation.
3. Montrer que f est continue sur [0; +-o0l. 4. (a) Etablir que, pour tout n € N*, il existe un seul réel de [0; 1], noté u,, tel que
4. Etablir que f est de classe C* sur ]0; +oo]. f(un) =n et donner la valeur de u;.
5. Donner le développement limité & l'ordre 2 au voisinage de 0 de (b) Montrer que la suite (u,) converge et que ngrfooun =1
In(1+x) — r Exercice 10. Des rappels d’analyse.
1+
) o ) 1—2%In(x) sixz>0
puis déterminer un équivalent de f’(x) lorsque x tend vers 0. On considére 'application ¢ définie sur R™ par p(z) =

6. Prouver que f est de classe C! sur [0; +ool. 1 siz=0

7. Etablir que : Déterminer la limite de p(z) en +oo

Ve > 1L f) < ¢ @4 D@+ > (@+1) Montrer que la fonction ¢ est continue sur RY.
rze—1, T)X T € x n(xr =z (T . . . * . .
Justifier la dérivabilité de ¢ sur R™" et calculer sa fonction dérivée.

N W~

En déduire que : Montrer que ¢ est dérivable en 0 par deux méthodes :

Veze—1, f'(z)>0 _
(a) En calculant limO M
TrT—r

8. Démontrer que : z—0
VneN, e—1<u, (b) En calculant lim ¢'(z).
’ z—0
9. Etablir que la suite (u,)nen converge et préciser la valeur de sa limite L. Chaque approche doit étre justifiée en détail.

5. Donner ’allure de la courbe de ¢ au voisinage du point d’abscisse 0.
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