
Devoir libre n°10
À rendre le 11/3/2024

Pour certaines questions de ce devoir, on pourra admettre que ln(2)≃0,7

Exercice 1 Etude d'une fonction

On considère l'application φ définie sur ℝ
+ par φ( x)={1−x2 ln(x )  si x>0

1  si x=0

1. Déterminer la limite de la fonction φ en +∞ .

2. Montrer que la fonction φ est continue sur ℝ
+

3. Justifier la dérivabilité de φ  sur l'intervalle ]0 ,+∞ [ et calculer φ ' (x) pour x>0 .

4. Montrer que φ est dérivable en 0.

5. Dresser le tableau de variations de la fonction φ .

6. Montrer l'existence d'un unique réel α tel que φ(α)=0 .

7. Justifier que √2<α<2 .

Exercice 2 Étude d'une série

Pour tout entier n≥2  , on pose S n =∑
k=2

n
5

4k ln (k )
.

1. Etudier le sens de variation de la suite (Sn)n≥2 .

2. Montrer que ∀n∈ℕ , Sn  ≤
1

ln (2)
∑
k=2

n
5
4k

3. En déduire que ∀n∈ℕ , Sn  ≤
1

ln(2)
×

5
12

4. En utilisant les questions précédentes, justifier que la série  ∑
k=2

+∞ 5

4k ln (k )
est convergente.
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