Feuille d’exercices 21 : Intégration

Exercice 1. Recherche de primitives.

1. Déterminer des réels a et b de sorte que F(z) = (az + b)e?® définisse une primitive
de la fonction f(z) = we?® .

2. Trouver une primitive de la fonction f définie par f(z) = z%e® .

On cherchera une fonction de la forme F(x) = (ax? + bx + c)e®

Exercice 2. Calcul de primitives plus difficile.
Pour chacune des fonctions suivantes, donner les intervalle ou elles admettent des primi-
tives, et calculer ces primitives :

fi@) =35 ;@) =aV3=1 ; f3(2) = 5255 filt) = g

Exercice 3. Calcul d’intégrales.
Calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 4. Intégration par parties.
Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’une intégration par parties :
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A:f teldt B:f In(vdv C:f x(In(x))3dx D:f u3e“zdu
0 1 1 0

Exercice 5. Encadrement d’une intégrale.

1.

Soit k un entier non nul.

(a) Donner un encadrement de 1 sur Vintervalle [k, k + 1] .

(b) En déduire un encadrement de Iintégrale f:“ Tdt .

2. Déduire de la question 1. que

n
3. Donner une minoration de la somme S,, = E
k=1

1
— < — <
P In(k+ 1) — In(k)

T =

T =

Exercice 6. Majoration et limite d’une intégrale 4 paramétre.

2. En déduire que Vx € [0,+00[ ,0<In(1+z) <=z .

3. Pour tout entier n, on considére l'intégrale I,, = fol In(1 4 2™)dz .

4.

Utiliser la question 2. pour encadrer I,, .

En déduire la limite de la suite (I,,) .

Exercice 7. Calcul et limite d’une intégrale a paramétre.
Soit, pour tout n € N, I,, = fol t"y/1 —tdt .

1.

Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante et minorée par 0.
Que peut-on en déduire ?

Montrer que Vn € N,0 < [, < H%Ll . En déduire la limite de la suite.

3. Intégrer par parties I,,41 et I’exprimer en fonction de I,, .

4. En déduire 'expression de I,, en fonction de n, et retrouver sa limite.

, en déduire la divergence de 3 ¢

. Dresser les tableau de variations de la fonction f(z) =1In(1+ z) — z sur [0, +o0] .
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Exercice 8. Exercice 12.
2
Pour tout entier naturel n, on pose I, = fol t"etdt . Soit g la fonction définie sur R par g(x) = sz e~ dt
1. Donner un encadrement de t"e~* pour ¢ € [0,1], et en déduire la limite de (I,,). 1. Justifier que g est bien définie sur R et que la fonction g est impaire.
2. Calculer Iy puis montrer que Vn € N, I, = I,, — m Justifier que g est de classe C! et que pour tout z € R, ¢'(z) = 2e~42" _ =%,

Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).
3. En déduire que Vn e N, I,, =1 — Z Pl et retrouver la valeur de Z o
k>0

Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de z.

FUds oo

Montrer que pour tout x > 07.’)36_4702 <g(z) < ze~

. En déduire la limite de la fonction g en+o0.
Exercice 9.

Calculer les intégrales suivantes, en utilisant les changements de variable proposés. .
Exercice 13.

Calculer les limites des sommes suivantes :
I Z/ t\/3t2 + 1dt avecu —3t2+1 . n—1 n 1 1 n—1 (E)Z
0 Up=n"2 Y VEkVi=> et Wy=—) ——nt
k+n n £\ 3
2 ; k= k=1 k=0 /2 + (E)
I, = —_dt t) = ¢2
2 /1 @12 +2) " u(®) _
Exercice 14. D’aprées EDHEC 2005.
2 . 1 1
1 t t P 1 I = N
Iy = / In ( ) dt avec u(t) = our tout entier naturel n, on pose I, fo R dz
1 HE+1) t+1 t+1 1. Calculer Iy et I;. On conviendra que 20 =1

. 2. En calculant I,,11 — I,,, justifier que la suite (I,,) est croissante.
Exercice 10.

" I fonction defin 24+4r—3 si —2<z<1 _ 3. (a) Justifier que pour = € [0,1],0naﬁ < 14—%
Justifier que la fonction définie par f(z) = { ) sil<z<3 est continue (b) En déduire que ¥n € N, I, < In(2).
par morceaux et calculer ffz f(z)dz. 4. Justifier que la suite (I,,) est convergente.
5. (a) Vérifier que fol 5 de = 1n(2).
lgieclgi:;:izélr; -l’intégrale I fln(Z) (inr (b) Ecrire In(2) — I,, comme une seule intégrale, et en déduire que In(2)—1I,, < n%rl
Vet Justifi 0<In(2) -1, < t en déduire limy, o0
1. Trouver deux nombres a et b tels que pour tout réel u (différent de 1 et -1) on a : (c) Justifier que 0 < In(2) — I < ”+1 ot en déduire litmn—o0 In
1 a b Exercice 15. D’aprées ECRICOME 2004 .
21 u-1 + ] Pour tout entier naturel n, on considére u,, = fol \/%da:.
2. En déduire une primitive de la fonction u — ﬁ sur ]1,4o0], puis calculer I & On convient par ailleurs que uo = fo Vifa2 :E2 dz .
Paide du changement de variable u(z) = v/e* + 1. 1. Calculer I'intégrale u;.
2. Justifier que pour tout réel € [0,1], on a 0 < —L— < 2™,

1+x2
3. En déduire que pour tout entier naturel n, 0 < u,, <

4. Justifier que la suite (u,) converge et donner sa hmlte
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